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摘 要：为实现对共轭传热问题的仿真研究，本文基于有限元算法在MOOSE平台下开发一套用于流固共轭传热

问题的计算程序。该程序采用传统连续伽辽金有限元法求解固体区域的结构传热问题，引入SUPG/PSPG稳定算法

以解决流体对流-扩散方程中因对流占主导造成的振荡问题以及速度压力失耦问题，采用 k-ω湍流模型进行湍流流

动求解。对于全场的共轭传热问题，程序采用全耦合隐式格式进行求解。通过与文献中实验及理论结果对比，证

明了该程序对于基本流动以及共轭传热问题计算的正确性。研究结果表明，程序计算结果与实验数据、DNS等结

果表现出良好的一致性。本研究开发的程序具备不可压流动换热、固体传热、共轭传热等问题的计算能力。
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Abstract： In order to simulate the conjugate heat transfer problem； a calculation program for simulating 

fluid-solid conjugate heat transfer problems is developed on the MOOSE platform based on the finite 

element algorithm. The traditional continuous Galerkin finite element method is used to solve the struc‐

tural heat transfer problem in the solid region. The SUPG/PSPG stabilization algorithm is introduced to 

solve the oscillation problem caused by convection-dominated equation of flow and the problem of 

velocity and pressure decoupling. The k-ω turbulence model is used to solve the turbulent flow. For the 

conjugate heat transfer problem in the whole field， the program uses a fully coupled implicit scheme to 

solve it. The program is validated by comparing with the experimental and theoretical results for basic 

flow and conjugate heat transfer cases. The results show that the calculation results are in good agree‐

ment with the experimental data and DNS results. Therefore， the program developed in this study has 

the ability to compute incompressible flow with heat transfer， solid heat transfer， conjugate heat 

transfer， and related problems.
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共轭传热问题常见于反应堆热工水力等诸多

领域（Cong et al.， 2022）。共轭传热问题中流体域

的流动换热过程与固体域的热传导过程有着紧密

联系、相互影响的特点，因此共轭传热问题的数

值分析研究是一个长久以来的研究热点。

近几十年来随着计算机技术的发展，采用

CFD 方法开展共轭传热问题的研究日益增多。开

发高可信度数学模型与高精度数值算法的研究也

一直吸引着广大研究人员。在同阶情形下，有限

元方法会利用到周围更多的节点信息，精度会更

高，因此属于高精度一类算法，且在低质量混合

网格下不会因重构等过程造成明显的精度下降。

有研究采用耦合模型基于流线迎风有限元在二维

三角形网格中实现了分离式求解共轭传热问题

（Wansophark et al.， 2005； Malatip et al.， 2006），在

低雷诺数下预测精度良好。目前对共轭传热问题

的有限元算法研究中以低雷诺数为主，对于工程

中高雷诺数情形下研究较少。

本文基于有限元算法在 MOOSE 框架（Per‐

mann et al.， 2020）下开发了一套求解共轭传热问题

的程序。程序对固体热传导问题采用连续有限元

方法求解，对流体流动采用PSPG算法解决流体域

的速度——压力失耦问题并采用SUPG算法处理对

流占主导而造成的振荡问题，对湍流问题引入 k-ω

模型进行求解，最后利用全耦合隐式的算法求解

全场的固体传热及流动传热问题。

1 数值模型

共轭传热问题包含流体域的流动换热及固体域

的热传导两个过程（图 1），并且这两个过程会通过

能量方程相互影响，对于这一类强耦合问题的模拟

常见有两种策略（Radenac et al.， 2014； Veeraraga‐

van et al.， 2016），分别是紧耦合与松耦合策略。

松耦合的方法是不同区域采用不同的求解器

进行独立求解，流体和固体的有限元离散分别形

成两个线性方程组求解，然后在一个时间步或者

一个迭代步后交换不同区域交接面处的相关信息，

计算域交接面处被看成是边界条件进行处理。而

紧耦合就是将不同区域的物理问题全场耦合计算，

对于温度这一类共有变量在交界面处仅需储存一

组数据，最终流体和固体的有限元离散形成一个

统一的大线性方程组进行求解。

本文基于有限元算法采用全场紧耦合的策略

进行开发，如图 2所示，有限元算法中可取自由度

于网格节点上，因此对于温度这一类公共变量在

流体域与固体域的交界面上仅需储存一组数据，

耦合求解后的结果将会自然地满足交界面两侧的

热流密度连续性特征（Wansophark et al.， 2005），相

对于传统的有限体积算法，可以从根本上避免交

界面两侧的偏心重构造成的精度下降问题。

本研究采用的模型与算法在MOOSE框架下进

行开发，采用牛顿迭代法对离散后的非线性方程

组进行线性化，为准确高效构造雅可比矩阵，采

用自动微分方法（Lindsay et al.， 2021）进行，最后

调用科学计算工具包PETSc进行线性方程组求解。

1. 1　固体域热传导模型

对于存在内热源的固体域热传导问题控制方

程为

ρcp
∂T
∂t = ∇ ⋅ (κ∇T ) + S ， （1）

式中T为温度；S为体积释热率；κ为热传导系数；

ρ为密度；cp为定压比热容；t为时间。

1. 2　流体域流动换热模型

对于流体域，根据质量守恒、动量守恒以及

能量守恒律，通过雷诺平均假设并引入Boussinesq

近似后，得到雷诺平均的Navier-Stokes方程组
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∂t + (U ⋅ ∇)U = ρf - ∇P + ∇ ⋅ ( )τ + τ t  ，
ρcp

é
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û
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∂t + (U ⋅ ∇)T = ∇ ⋅ [ ]κeff∇T  ，
（2）

式中U，P，T分别为速度矢量、压力和温度的时
图1　共轭传热示意图

Fig. 1　Schematic diagram of conjugate heat transfer

图2　共轭传热示意图

Fig. 2　Schematic diagram of conjugate heat transfer
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均量；τ = μ (∇U + ∇U T ) 和 τ t = μ t (∇U + ∇U T ) 分别

为层流和湍流雷诺应力张量；有效传热系数 κeff =
κ + κ t，κ t 和 μ t 分别是湍流热传导系数和湍流动力

黏性系数，其中 κ t = μ t
Pr t

，Pr t 为湍流普朗特数；f

为体积力。

1. 3　k-ω湍流模型

对于经过雷诺平均假设和Boussinesq近似后的

Navier-Stokes方程组及能量方程，需采用湍流模型

对整体方程组进行封闭，本文采用两方程湍流模

型 k-ω模型计算。

k-ω湍流模型中湍流方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ρ é
ë
êêêê ù

û
úúúú

∂k
∂t + (U ⋅ ∇)k = P - β* ρωk + ( μ + σk μ t )∇2k ，

ρ é
ë
êêêê ù

û
úúúú

∂ω
∂t + (U ⋅ ∇)ω = γω

k P - βρω2 + ( μ + σω μ t )∇2ω ，
（3）

式中 k和 ω分别为湍动能和比耗散率；γ，β*，β，

σk 及 σω 为经验常数，分别取 γ = 13
25，β* = β *0 fβ*，

β = β0 fβ，σk = 0.5，σω = 0.5，其中 β0 = 9
125，β *0 =

0.09，式中及参数中的辅助函数如下：

P = τij ∂ui∂xj  ，
fβ = 1 + 70χω1 + 80χω  ，

χω = |

|

|
||
| ΩijΩjkSki

( β *0ω ) 3
|

|

|
||
|
 ，

Ωij = 1
2 ( )∂ui∂xj - ∂uj∂xi  ，
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fβ* = 1，   χk ≤ 0 ，
fβ* = 1 + 680χ 2

k1 + 400χ 2
k

，   χk > 0 ，

χk = 1
ω3

∂k
∂xj

∂ω
∂xj  ，

τij = μt( )2Sij - 2
3

∂uk∂xk δij - 2
3 ρkδij ，

Sij = 1
2 ( )∂ui∂xj + ∂uj∂xi  ，

δij = ì
í
î

0，   i ≠ j ，
1，   i = j .

1. 4　固体域与流体域的有限元离散

对于流体区域Ωf，连续性方程采用连续有限

元离散后弱形式为

∫
Ω f
ψ∇ ⋅ UdΩ = 0 ， （4）

其中ψ为权函数。

动量方程采用连续有限元离散，并对黏性项

进行一次分部积分后弱形式为

    ∫
Ω f
ψ{ρ éëêêêê∂U

∂t + (U ⋅ ∇)Uù
û
úúúú - ρf + ∇P}

+  ψ (τ + τ t )dΩ - ∫∂Ω f
ψ (τ + τ t ) ⋅ ndS = 0 ，

（5）

其中n为积分面的向外法线方向的单位矢量。

对于以上 RANS 方程组弱形式表达中，传统

Galerkin有限元的近似解按自由度可展开为
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P = ∑
j = 1

N

PjNj (x ) ，
U = ∑

i = 1

N

U jNj (x ) ，
T = ∑

j = 1

N

TiNj (x ) ，
（6）

其中N为自由度个数，本文采用的线性单元将自由

度取为网格的顶点，Nj (x ) 为形函数。

对于 RANS 方程组中的连续性方程采用 PSPG

算法（Hughes et al.， 1986a；Tezduyar et al.， 1991；

Tezduyar et al.， 1992），则式（4）变为

∫
Ω f
τpspg∇ψ ⋅ F ( )U + ρψ∇ ⋅ UdΩ = 0 . （7）

Galerkin有限元方法将权函数ψ分别取为形函

数Nj(x)，j = 1，…，n，进而得到求解自由度的线

性方程组，其中

F (U ) = ρ é
ë
êêêê

∂U
∂t + (U ⋅ ∇)U - ρf + ∇P + ∇ ⋅ (τ + τ t )ùûúúúú .

（8）

对于RANS方程组中的动量方程采用SUPG算

法（Brooks et al.， 1982； Hughes et al.， 1986a； Hughes 

et al.， 1986b），则式（5）变为

∫
Ω f
τsup gU ⋅ ∇ψF ( )U dΩ

+  ∫
Ω f
ψ{ρ éëêêêê∂U

∂t + (U ⋅ ∇)Uù
û
úúúú - ρf + ∇P}

+  ψ (τ + τ t )dΩ - ∫∂Ω f
ψ (τ + τ t ) ⋅ ndS = 0 .   (9)

根 据 Peterson et al.（2018）和 Tezduyar et al.

（2003），式（7）和（9）中稳定项的系数 τpspg 和 τsupg 分

别取为
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τpspg = τsupg = α é

ë

ê
êê
ê( 2

Δt ) 2
+ ( 2|U|

h ) 2
+ 9 ( 4ν

h2 ) 2ù

û

ú
úú
ú

- 1
2
 ，

其中 Δt和 h分别为时间步长和网格特征尺寸，ν =
μ
ρ 为运动黏性系数，0 ≤ α ≤ 1 是可人工选择的参

数，本文取为1 .

能量方程包含固体区域和流体区域的能量方

程，由于采用全场紧耦合做法，需要对固体域和

流体域同时积分计算，即

∫
Ωs
ψ é
ë
êêêê ù

û
úúúúρCp

∂T
∂t - ∇ ⋅ (κ∇T ) + S dΩ

+∫
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é
ë
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∂t + (U ⋅ ∇)T
ù
û
úúúú-∇ ⋅ [ ]κeff∇T dΩ = 0.                          (10)

对固体域采用一次分部积分和对流体区域采

用一次分部积分并引入SUPG算法离散后，得到

∫
Ωs
ψ é
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û
úúúúρcp

∂T
∂t - S dΩ + ∫

Ωs
κ∇ψ ⋅ ∇TdΩ

-∫∂Ωs
ψκ∇T ⋅ ndΩ + ∫

Ω f
τsupgU ⋅ ∇ψF ( )T dΩ

         +∫
Ω f
ψ é
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û
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é
ë
êêêê ù

û
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∂t + (U ⋅ ∇)T dΩ
+∫

Ω f
κeff∇ψ ⋅ ∇TdΩ - ∫∂Ω f

ψκeff∇T ⋅ ndΩ = 0，  (11)
其中

F (T ) = ρcp
∂T
∂t + (U ⋅ ∇)T - ∇ ⋅ (κeff∇T ) + S .（12）

此时，温度场将会在全场进行紧耦合求解，

并且流体域与固体域的交界面两侧热流密度自然

地满足连续性。

对于湍流方程等其他对流-扩散-反应类方程

均采用 SUPG 算法（Joshi et al.，2017；Carrier et al.， 

2021），均按动量方程及能量方程格式类比构造。

2 数值模型的验证

2. 1　二维零压力梯度平板验证

零压力梯度平板算例常用于新湍流模型的验

证。如图 3所示，该算例描述流体经过一块长度为

2 m 的平板，计算域向前延伸 0.2 m。设置入口速

度 u为 1 m/s，设置动力黏性系数 μ为 2 × 10-7 kg/

（m·s），以满足雷诺数Re = 5 × 106要求。

理论上无量纲速度 u+ 与无量纲距离 y+ 之间满

足如下关系

u+ =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

y+，        y+ < 10.8 ，
1
κa

log y+ + B，      y+ ≥ 10.8 ，
其中κa = 0.41，B = 5.0 .

图 4所示为本文程序计算结果、理论上的边界

层无量纲速度剖面及直接数值模拟（DNS）结果

（Wu et al.， 2009）对比，结果显示计算符合良好，

程序计算正确，符合物理结果。

2. 2　后台阶流动验证

后向台阶流动常用于测试湍流模拟程序的能

力。根据 Driver et al.（1985），设置模型如图 5 所

示，雷诺数满足ReH = 5 × 106，其中H = 1 .为保证

来流充分发展为湍流，设置前台长度为110 H .

图 6所示为后台底部压力分布的当前计算结果

与Driver et al.（1985）中实验结果对比。从图 6中可

以看出结果的一致性表现良好。图 7所示为残差收

敛曲线，可见残差下降近 18 个量级，达到机器零

状态，收敛性良好。

图4　计算结果、理论数据及DNS结果对比图

Fig. 4　Comparison figure of calculated results,

theory data and DNS results

图3　二维零压梯度平板验证算例示意图

Fig. 3　Schematic diagram of 2D zero pressure gradient

 flat plate verification case
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2. 3　共轭传热模型验证

为了验证共轭传热计算模型的正确性与有效

性，选取二维逆流热交换器中的共轭传热问题。 

如图 8所示，该换热器由两个平行流体通道组成，

通道长度 L = 1 m，通道中间由金属板隔开，通道

高度 δ1 = δ3 = 0.1 m，金属板厚度 δ2 = 0.1 m . 流体

域和固体域计算参数如表1所示。

如图 9 所示，取 x=L/2 位置的温度计算结果，

与文献（Wansophark et al.， 2005）中数据以及 Fluent

软件计算结果进行对比，计算结果一致性良好。

通常情况下，有限体积法相较有限元法复杂

度更低，因此有限体积法计算速度也相对会更快。

本文在同一设备下，选取串行与不同核数并行的

条件，求解该问题至残差收敛到机器零状态，对

比当前 MOOSE计算时间与商业软件 Fluent计算耗

时。如表 2所示，从对比结果看，反而有限元方法

比有限体积法计算更快，这主要是因为紧耦合法

相对松耦合法计算效率更高，这也是紧耦合模型

的优势所在。如图 10 所示为残差收敛曲线，可见

紧耦合法也具有快速收敛的优势，但紧耦合法的

图8　二维热交换器模型示意图

Fig. 8　Schematic diagram of 2D heat exchanger model

表1　模拟中的操作参数表

Table 1　Operating conditions used in the numerical simulations

参数

U1/（m·s-1）

T1/K

U3/（m·s-1）

T3/K

密度/（kg·m-3）

热传导系数/（W·m-1·K-1）

比热容/（J·kg-1·K-1）

动力黏度/（kg·m-1·s-1）

固体区域值

8 000

50

500

流体区域值

0. 2

800

0. 1

300

1 000

10

25

0. 15

图5　后向台阶模型示意图

Fig. 5　Schematic diagram of 2D backward facing step model

R：残差

图7　残差收敛曲线

Fig. 7　Residual convergence curve

图6　计算结果与实验数据对比图

Fig. 6　Comparison figure of calculated results 

and experiment data

图9　结果对比

Fig. 9　Comparison of the results
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也存在缺点，一方面内存消耗更高，另一方面当

问题复杂度升高时，大型线性方程组求解困难可

能会给整体求解带来一定的困难。

3 整体验证

为了验证程序对湍流下共轭传热问题的计算

能力，本文选取文献（Lefhalm et al.， 2004）中的实

验作为参考。图 11所示为腔体的中心截面示意图，

腔体直径为60.25mm，腔体外部维持绝热，内部有

一直径为 8.2 mm 的固定铝制加热棒。液态铅铋合

金从左侧进入环形腔体，沿图示方向流动，入口

段长度为 1 800 mm。加热棒前端有 52.6 mm 的绝

热部分，棒头为圆锥体尖头。红色部分为长 228 

mm的加热段，加热段后有 300 mm的绝热出口段。

根据实验数据，设置加热功率为1.66×108 W/m3 .

针对于铅铋共晶合金的物性参数受温度影响

较大的特点，引入热物性参数与温度的关系（Zeng 

et al.， 2022），如表3所示。

根据Cheng et al.（2006），铅铋合金的湍流普朗

特数为

Pr t =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

4.12，       Pe ≤ 1 000 ，
0.01Pe

[ ]0.018Pe0.8 - (7.0 - A) 1.25， 1 000 < Pe ≤ 6 000 .

其中

A =
ì
í
î

ïï

ïïïï

4.5，         Pe ≤ 1 000 ，
5.4 - 9 × 10-4Pe，       1 000 < Pe ≤ 2 000 ，
3.6，          Pe > 2 000 ，

式中Pe为佩克莱数。

图 12 为加热段沿管道沿直径位置切片速度与

温度云图。从图 12中可以看出管道外侧（云图上方

一侧）速度边界层比管道内侧（云图下方一侧）速度

边界层更厚，一方面这是因为充分发展的来流在

中心速度较大，另一方面是因为管道外侧湍流更

强。图 13所示为 x=114 mm处径向速度与温度变化

曲线对比，从图 13 中可以看出程序计算结果与文

献中实验结果误差在合理范围内；图 14 所示为不

同测点的计算值与实验值对比，可以看出程序对

速度及温度预测精度良好。综上可说明程序能够

用于计算铅铋流体的共轭传热问题。

4 结 论

本文基于限元算法，开发了一套用于模拟共

表2　计算时间对比

Table 2　Comparison of calculation time s      

核数

1

2

4

MOOSE

29. 3

16. 6

11. 9

Fluent

262. 5

185. 2

162. 8
R：残差

图10　残差收敛曲线

Fig. 10　Residual convergence curve

图11　铅铋流动换热实验模型示意图（单位：mm）

Fig. 11　Schematic diagram of experiment model for LBE flow (unit: mm)

表3　LBE物性参数设置

Table 3　Parameter settings for the LBE property

参数

密度/（kg·m−3）

热传导系数/（W·m−1·K−1）

比热容/（J·kg−1·K−1）

动力黏度/（kg·m−1·s−1）

数值

11 096 - 1. 36T
3. 61 + 0. 015 17T - 1. 741 × 10-6T 2

159 - 2. 72 × 10-2T + 7. 12 × 10-6T 2

4. 94 × 10-4exp ( )754. 1
T
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轭传热问题的有限元 CFD 程序，程序采用了全耦

合隐式计算方法，通过本文研究，得到如下结论：

1）基于有限元实现了计算共轭传热问题中湍流

问题的k-ω模型，确认了迎风有限元算法在以RANS

方程组为代表的复杂对流-扩散方程中实施方案；

2） 本文开发的程序具备对不可压缩流动换

热、固体传热、共轭传热等问题的计算能力；

3） 本文采用全耦合隐式求解共轭传热问题，

可以自然地满足流固交界面两侧热流密度连续特

性，无需对热流密度进行偏心重构，可避免因重

构造成的精度下降问题。

本文采用有限元方法开发的程序可用于其他

低速流动换热及共轭传热系统的仿真计算，本文

工作完成了程序的验证确认工作。对于更深入的

不确定度量化工作，仍需要进一步的研究，后续

可添加更多数值模型，以丰富该程序在相关领域

的计算功能。

图14　不同测点径向速度（a）及温度（b）的

程序计算结果与实验数据对比

Fig. 14　Comparison of calculated results and experiment data 

for velocity(a) and temperature(b) at different measuring points

图12　加热段速度（a）及温度（b）云图

Fig. 12　Contour of heating section velocity (a) 

and temperature(b)

图13　x=114 mm处径向速度（a）及温度（b）的

程序计算结果与实验数据对比

Fig. 13　Comparison of calculated results and experiment data 

for velocity(a) and temperature(b) at x=114 mm
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